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MATEMATISKA TAL

Reella tal avser alla rationella respektive irrationella tal. Rationella tal avser alla tal som kan skrivas
som kvoter av heltal (i brakform med heltal som téljare respektive ndmnare). Eftersom alla heltal
kan skrivas som brdk med ndmnaren 1 sa ar alla heltal ocksa rationella tal. Irrationella tal avser alla

Ovriga reella tal, till exempel talet .

Imaginira tal avser alla tal som dr multiplikationer av den imaginéra enheten i, till exempel 2i som
utgor kvadratroten av —4.

i=V-1

P=—1

i
V—4=2i

Komplexa tal avser uttryck dér bade reella och imaginéra tal ingar.

Vairdesiffror

Med vérdesiftror, alternativt "signifikanta siffror" eller "géllande siffror", avses siffror som bidrar
till ett tals precision. Som vérdesiffror rdknas dels alla siffror som inte dr O och dels alla nollor som
foljer efter icke-nollor i tal som anges med decimaler. I ett tal som saknar decimaler kan nollor som
ligger 1 slutet av talet vara vérdesiffror men det gar inte att utlésa av talet ensamt.

95 har 2 vérdesiffror

0,95 har 2 vardesiffror

0,950 har 3 vérdesiffror

950 har 2 eller 3 vérdesiffror

950,0 har 4 vardesiffror

Nar flera tal multipliceras eller divideras sa ges resultatet samma antal virdesiffror som det
ingdende talet med det lagsta antalet vérdesiffror. Nar flera tal adderas eller subtraheras s& ges

resultatet samma antal decimaler som det ingdende talet med det ldgsta antalet decimaler.
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Absolutbelopp

Absolutbeloppet for ett tal avser enbart talets kvantitet och bortser fran ett eventuellt minustecken.
Absolutbelopp skrivs som tva lodréta streck runt talet ifraga.

|4|=4

|—4|=4

Skala

Skala skrivs med formatet a:b, dir a motsvarar den observerade storleken och » motsvarar den
verkliga storleken. Skalangivelser dr enhetslosa och relativa; de séger bara att om den observerade
storleken ar a sé ar den verkliga storleken b. Till exempel betyder 20:1 att observerad storlek dr 20
ginger storre dn verklig storlek medan 1:10 betyder att verklig storlek dr 10 ganger strre dn

observerad.
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STATISTIK

Statistik, en gren inom tillimpad matematik, handlar om insamling och analys av matematiska data.
Ordet kommer fran latinska statisticum ("stats-") och italienska statista (politiker). Detta stycke

skrapar bara lite pd ytan — det finns mycket mer att ldra sig om man ar nyfiken pa dmnet.
Lagesmatt
Medelvirdet berdknas som summan av alla métvirden dividerat med antalet métvérden.
Medianvirdet fas fram genom att métvdrdena sorteras i storleksordning. Ifall antalet méitvéarden ar
udda sd dr det métvardet i mitten som utgér medianen; ifall antalet méitvarden istéllet &r jamnt sa ar
det genomsnittet av de tvd métvirdena i mitten som utgér medianen.
Spridningsmatt

Variationsbredden avser avstdndet mellan det storsta och det minsta védrdet. Kvartiler fungerar som

medianer men avser virdena mellan den forsta och den andra fjdrdedelen av métvirdena (forsta
eller nedre kvartilen), den andra och den tredje fjirdedelen av mitvirdena (andra kvartilen eller
medianen) respektive den tredje och den fjarde fjardedelen av mitviardena (tredje eller Ovre

kvartilen). Standardavvikelsen &r ett matt pa hur mycket méatvdrdena tenderar att avvika fran

medelvirdet. Forst berdknas differensen mellan varje mitvirde och medelvirdet, sedan upphéjs
varje utrdknad differens till 2, sedan summeras alla kvadrater, sedan divideras summan med antalet

mdtvdrden minus ett och slutligen berdknas kvadratroten ur det uttrycket.

Normalfordelning

En sannolikhetsfordelning som anvidnds mycket ofta inom statistiken &r normalférdelningen. Data

som ar normalfordelade kdnnetecknas av att medelvardet + 1 standardavvikelse omfattar cirka 68 %

av mitviardena, medelvirdet + 2 standardavvikelser omfattar cirka 95 % och sa vidare.
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ALGEBRA

Algebra dr liran om hantering av matematiska uttryck och ekvationer. Ordet algebra kommer frén

arabiska och betyder ungefar "aterférening av delar".

Matematiska uttryck

Matematiska uttryck bestér av ett antal termer varav en eller flera kan vara variabler, till exempel:

x+1

Forenkling innebar att ett uttryck skrivs om for att minimera antalet termer.
X+14+2+43+442x+x°
(x+2 x)+(1+2+3+4)+(x°)
x*+3x+10

Vid brakforenkling kan ndmnare och téljare multipliceras inom bréken sa att ritt nimnare erhélls.
2 1

= 4+
x+1 2

x+1 2 2 x+1
4 x+1
+
2x+2 2x+2

4+x+1
2x+2

5+x
2x+2

Faktorisering innebér att man istdllet gér at andra héllet, frdn en summering av termer, for att fa
fram vilka faktorer som ett uttryck kan sdgas besté av.

2x +4xz

x(2x+4z)
Faktorisering kan dven goras som ett delsteg vid forenkling, for att f& fram en storre forenkling dn

vad som vore mgjligt med enbart forenkling som metod.



ldkarstudent.se

Matematiska relationstecken

a ér storre dn b a>b
a ér lika med eller storre én b a=b
a ér lika med b a=b
a ér lika med eller mindre 4n b a<b
a ar mindre dn b a<b

Ekvationer

En ekvation utgdrs av tvd matematiska uttryck och ett matematiskt relationstecken dem emellan,
oftast ett likhetstecken (det vill sdga att det ena uttrycket ar lika med det andra uttrycket). Detta
begrinsar vilka varden som dr mdjliga att anta for variablerna 1 uttrycken.

x+1=2

For att 16sa ekvationer, det vill sdga identifiera variablernas védrden, kan man anvénda sig av flera
olika matematiska manipulationer for att 16sa ut variabler, det vill siga fa fram en ekvation dér en
enkel variabel star pd den ena sidan om relationstecknet och 6vriga termer stir pa den andra sidan.
En absolut regel for dessa matematiska manipulationer ar att det som man gor med uttrycket pa ena
sidan om relationstecknet maste man dven gora med uttrycket pa andra sidan. Additioner och
subtraktioner gors enkelt medan multiplikationer och divisioner (inklusive potenser och rotter)
omfattar samtliga termer. Division eller multiplikation med negativa tal innebdr ocksd att

relationstecken for storre/mindre vaxlas till mindre/storre.

2x+2=4
2x+2_4

2 2
x+1=2
x+1-1=2-1
x=1

I ovanstaende rdkneexempel hade det varit enklare att borja med att subtrahera 2 fran bada sidorna,
for att fa bort konstanterna fran vanstersidan, och sedan dividera bada sidorna med 2 for att fa fram

den enkla variabeln pé vénstersidan.
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Ekvationssystem

Ekvationssystem utgdrs av flera ekvationer med flera variabler. Variabelvdrden som passar samtliga
ekvationer i1 ekvationssystemet utgdr 10sningar pa det. Som regel behover antalet ekvationer vara
lika stort som antalet variabler for att det ska vara 16sligt. Ekvationssystem med tva variabler 10ses
genom att man loser ut en variabels ekvation ur den ena grundekvationen och sétter in den i den

andra, varefter den andra variabelns virde berdknas och sedan sitts in 1 den forsta grundekvationen.

Ekvationssystemet
(1) x+2y=7
(2) 3x—2y=5
kan da till exempel l6sas genom utldsning av x fran ekvation 1
x=7-2y
och insdttning i ekvation 2
3(7-2y)-2y=5
vilket ger att
y=2
som sitts in 1 ekvation 1
x+2(2)=7
vilket ger att
x=3

och saledes &r 16sningen pé ekvationssystemet x=3, y=2.

Ovanstdende metod kallas for substitutionsmetoden. En annan metod, additionsmetoden, gar ut pa
att man forst manipulerar den ena ekvationen sa att en senare addition av ekvationerna innebér att
en variabel forsvinner helt. I ovanstdende exempel skulle det inte behdvas ndgon manipulation
eftersom y-termerna redan skulle ta ut varandra; om sa inte hade varit fallet s& hade istéllet den
forsta ekvationen kunnat multipliceras med —3 for att fa x-termerna att ta ut varandra vid additionen.
Efter att additionen har genomforts kan man enkelt berdkna vérdet pa den aterstdende variabeln och

sedan sitta in det i ndgon av de ursprungliga ekvationerna for att fa den andra variabelns virde.

(3) (x+2y)+(3x—2y)=7+5 ger 4x=12 eller x=3
vilket inséttes 1 ekvation 1

(1) 3+2y=7 ger 2y=4 eller y=2
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Rékneregler for potenser och rétter

I nedanstdende ekvationer motsvarar a ett valfritt tal.

Grundldggande samband f6r potenser:

2
a=1l-aa
1
a=1a
0
a =1
I
a ==
a
o 1
a ==
a

Forhéllandet mellan potenser och rotter:
a"?=3q (observera att kvadratrotter kan vara antingen positiva eller negatival)
a"=q
Multiplikationer:
a“a'=a"
(ax)y: 4™ och da dven (ax)(”y):a(ﬂy)
a*b"=(a-b) ochdaiven Va-Vb=+a-b

Divisioner:

afZ(g) och da dven ﬁ_\/g

p* b Ny
a

Rékneregler for polynom

Multiplikationer av uttryck inom parenteser:

(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d d.v.s. forst multipliceras @ med ¢ och d, sedan b likasd
Kvadreringsreglerna:

(a+b)-(a+b)=a’+b*+2ab

(a—b)-(a—b)=da’+b*—2 ab
Konjugatregeln:

(a+b)-(a—b)=a’—b’
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Andragradsekvationer

En andragradsekvation kénnetecknas av att den innehéller en variabelterm som ar upphdjd till 2. Ett
mojligt sétt att 16sa dessa ér att anvénda sig av kvadreringsreglerna och konjugatregeln. Ett annat
sétt ar att manipulera termerna sa att man far en ekvation med nedanstdende struktur dir ¢ dr en
ensam konstant, p dr koefficienten till x och x* saknar koefficient.

x4+ px+qg=0
Nér man utgar fran ovanstaende struktur sé géiller nedanstdende samband.

2

p

2

x=—-_—=

™ s

—-q

Om summan av termerna under kvadratroten &r storre dn 0 sd finns tva 16sningar, om summan &r
lika med 0 sa finns en 16sning och om summan 4r mindre dn O sa finns inte nagra reella 16sningar

(se imagindra tal).

Rationella uttryck

Med "rationella uttryck" avses divisioner med polynom i tidljaren och nimnaren. Vid férenkling och
faktorisering av rationella uttryck giller, som vanligt, att de manipulationer som man gor paverkar
bade hela tdljaren och hela nimnaren. Vid addition eller subtraktion med tva rationella uttryck &r en
vanlig metod att man forst forlanger dem med varandras ndmnare s att deras ndmnare blir lika; om
det ena rationella uttrycket har nimnaren (x+1) s multipliceras det andra rationella uttryckets

téljare och ndmnare med (x+1) och vice versa.

Logaritmer

Med en logaritm avses den exponent x som utifran basen a (som &r storre dn 0) ger resultatet b.
Eftersom logaritmens virde beror pd basens storlek maéste man dven ange vilken bas som
logaritmen utgar ifran.

a*=b har log,(b)=x vilket utlises som "a-logaritmen for b ar x".

2°=64 har log,(64)=6 vilket utlises som "2-logaritmen for 64 &r 6".

e

4°=64 har log,(64)=3 vilket utlises som "4-logaritmen for 64 &r 3".
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Eftersom x=log,b i det forsta ovanstdende exemplet si kan g*=p dven skrivas som ¢"%’=p .
Minirdknare och datorers logaritmfunktioner har som regel talet 10 som bas. Om man pd en
minirdknare knappar in "100" och trycker pd LOG sé far man alltsd svaret 2. Knappar man istillet
in "64" och trycker pad LOG sé fir man svaret 1,806179974... som alltsa dr vad man upphdojer 10 till

for att {4 resultatet 64. Om logaritmens bas inte anges i en formel sa betyder det att basen &r 10.

Rékneregler for logaritmer:
log(a-b)=log(a)-log(b)

log(%)ZIOg(a)—log(b)

log(a”)=b-log(a)

Talet e och den naturliga logaritmen

Talet e, dven kallat Eulers tal (efter matematikern och fysikern Leonhard Euler), dr en matematisk

konstant som utgdr bastalet for den naturliga logaritmen. De fyra forsta virdesiffrorna ar 2,718 och

e har, i likhet med 7, ett obegrinsat antal decimaler.

Talet e ar basen som med exponenten x har derivatan 1 vid x=0. Matematiskt kan talet e dven

beskrivas med nedanstidende formel.
L. ( n+l1 )n
e=lim
n-> o n

Den naturliga logaritmen ar logaritmen som anvénder talet e som bas och kan skrivas pa olika sétt.

log,(...)
In(...)

Det dr frimst den andra beteckningen som anvinds 1 matematiska formler.

10
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GEOMETRI

Geometri, "jordmidtning", dr den matematiska laran om rumsliga samband och vilka egenskaper

som figurer har.

Vinklar

Om man ritar tva radier (raka linjer) frin en cirkels centrum till olika punkter pa dess yta sd utgor
omradet mellan de tva radierna en sektor (i vardagligt sprak anvinds dven ordet "tartbit"). Vinkeln

anger riktningsskillnaden mellan de tva radierna som avgréinsar sektorn.

Delar man in en cirkel 1 360 lika stora sektorer sd motsvarar varje vinkel en grad. En grad skrivs 1°
och en hel cirkel motsvarar alltsd 360°. Nar man Onskar mer exakta virden anvinds oftast bara
decimaler av grader men inom geografi och astronomi forekommer dven de mindre enheterna
bagminuter och bagsekunder. En bagminut skrivs 1' och en bagsekund skrivs 1". 1° motsvarar 60'

och 1' motsvarar 60" (och 1° motsvarar dirmed 3600").

Inom matematiken anvinds dock framst SI-enheten for vinklar: radianer. En radian definieras som
en vinkel dér sektorns sida utmed cirkelns yta ar lika ldng som radien. En radian skrivs 1 rad och en
hel cirkel motsvarar alltsd 2z rad. Jimfort med att dela in en cirkel i ett godtyckligt antal vinklar, till
exempel 360, ir radianer egentligen ett naturligare sitt att beskriva vinklar 1 en cirkel — sérskilt med

tanke pa att en cirkels omkrets dr just 2z multiplicerat med radien.

11
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Geometriska vinkelforhallanden

Summan av alla vinklar pa ena sidan av en rak linje &r 180°. Ifall det vinkelutrymmet dr uppdelat

mellan tva vinklar s& maste alltsé respektive vinkel vara lika med 180° minus den andra vinkeln.

Ifall en linje skdrs av en annan linje s bildas totalt fyra vinklar runt skdrningspunkten. D& ar
summan av tva sidovinklar (ligger bredvid varandra) alltsd 180° medan tvé vertikalvinklar (ligger

motstadende varandra) ar lika stora.

Ifall den skdrande linjen skdr en andra linje som &r parallell med den forsta linjen s4 kommer
vinklarna runt den andra skdrningspunkten att vara identiska med vinklarna runt den fOrsta.

Likbeldgna vinklar avser vinklar med samma ldgen 1 forhallande till de respektive

skdrningspunkterna medan alternatvinklar avser en vinkel och dess likbeldgna vinkels

vertikalvinkel.

Summan av de inre vinklarna dr 180° grader for en triangel, 360° grader for en fyrhdrning och 540°

grader for en femhorning.

Om man utifrdn tvad punkter i en cirkels omkrets ritar ett par linjer som bildar en medelpunktsvinkel
vid cirkelns mitt och sedan &ven ett par linjer som bildar en randvinkel vid cirkelns utkant sa ar
medelpunktsvinkeln alltid dubbelt sa stor som randvinkeln.

Tvé likformiga geometriska figurer kdnnetecknas av att de har exakt samma vinklar. Ddrmed har
deras sidor samma proportioner, bade gentemot varandra inom samma figur och vid jaimforelser

med deras motsvarigheter 1 den andra figuren.

En bisektris &r en linje som delar en vinkel i tvd lika stora delar.

12
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Trigonometri

Trigonometri, "triangelmétning", beskriver samband mellan trianglars sidor och vinklar och

anvinds bland annat inom fysik.

Hos en liksidig triangel ar alla sidor lika ldnga och alla vinklar dr 60°. En likbent triangel
kénnetecknas istéllet av att den har tvd sidor som é&r lika 1&nga och tvé vinklar som é&r lika stora. En
trubbvinklig triangel har en vinkel som ar storre dn 90°, en spetsvinklig triangel har bara vinklar
mindre dn 90° och en rétvinklig triangel har en vinkel pa exakt 90°. I en ratvinklig triangel kallas
den ldnga sidan for hypotenusan medan de kortare sidorna kallas for katetrar. Langdforhallandet
mellan hypotenusan och katetrarna beskrivs, precis som du fick lira dig i grundskolan, av
Pythagoras sats (efter matematikern, filosofen och religionsgrundaren Pythagoras av Sames). Om
hypotenusans ldngd betecknas ¢ och katetrarnas ldngder betecknas a respektive b sa skrivs

sambandet som nedan.

2. 52 2
a +b'=c

Orden "nidrliggande" respektive "motstaende" anvinds for att ange vilken kateter man syftar pa i
forhallande till ndgon av de tva icke-rdta vinklarna i den rdtvinkliga triangeln. Den nérliggande

katetern dr den kateter som ingar i vinkeln medan den andra katetern utgér den motstaende katetern.

Kvoten mellan den motstdende katetern och den nirliggande katetern kallas for tangens. S& ldnge
som vinkeln forblir of6rdndrad sd har kvoten mellan dessa alltid samma vérde, oavsett hur ldnga
katetrarna dr, eftersom man bara véxlar mellan likformiga trianglar. Tangens for vinkeln v ar alltsé
lika med kvoten mellan den motstaende katetern b respektive den nérliggande katetern a
(berdkningarna for omvandlingen mellan kvot och motsvarande vinkelvirde goérs numera med

minirdknare eller andra datorer).
tan (v)= b
a
Omvint giller att arctangens (skrivs ofta som tan™) fér kvoten mellan 4 och a &r lika med vinkeln v.
arctan (2 )=v
a

Om man har virdet for v men saknar vérdet for b eller a sa kan man alltsa berdkna det algebraiskt.

13


https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagoras

ldkarstudent.se

Kvoten mellan den motstaende katetern och hypotenusan kallas for sinus.

sin(v)zg

Omvint giller att arcsinus (skrivs ofta som sin™) for kvoten mellan b och ¢ dr lika med vinkeln v.

arcsin (é)z v
a

Kvoten mellan den nérliggande katetern och hypotenusan kallas for cosinus.

cos(v)zé
a

Omvint giller att arccosinus (skrivs ofta som cos™) for kvoten mellan a och ¢ ér lika med vinkeln v.

arccos(é)z v
a

Enhetscirkeln dr en modell som anvénds for att visualisera hur virden av sinus, cosinus och tangens
varierar beroende péd vinkeln. Modellen utgors av ett xy-diagram dér origo omges av en cirkel med
en radie pd 1 lingdenhet. Ovre hogra kvadranten (positiva virden pa x, positiva viirden pa y) kallas
for forsta kvadranten, 6vre vinstra kvadranten (negativa virden pa x, positiva virden pa y) kallas
for andra kvadranten, nedre vénstra kvadranten (negativa varden pa x, negativa viarden pé y) kallas
for tredje kvadranten och nedre hdgra kvadranten (positiva viarden pé x, negativa viarden pa y) kallas
for fjarde kvadranten. Nédr man 6kar en vinkel sd r6r man sig moturs ldngs enhetscirkeln och de
virden pé x respektive y som passeras utgor samtidigt virdena pa cosinus respektive sinus for den
aktuella vinkeln. Till exempel giller att sin(30)=0,5 och vid vinkeln +30° i enhetscirkeln ses just
y-viardet 0,5. I enhetscirkeln kan &ven negativa vinklar anvédndas, exempelvis —30° istdllet for
+330°. En viktig sak att komma ihag &r att alla y-virden motsvaras av tvd arcsinusvérden (v och

180-v) och alla x-viarden motsvaras av tva arccosinusvirden (v och —v).

Aven om en triangel inte #r ritvinklig sa dr det mojligt att anviinda sinus for att beriikna triangelns
area, forutsatt att man kénner till tvd sidors lingder samt vinkeln mellan dessa sidor. Nedanstaende
ekvation kallas for areasatsen.

_sida 1 - sida2 - sin(vinkel)
B 2

arca

Det dr dven mojligt att berdkna de ovriga vinklarna 1 en icke rétvinklig triangel, forutsatt att man
kanner till antingen tva sidoldngder och en vinkel eller tvéa vinklar och en sidoldngd. Sinusvérdet for

en vinkel dividerat med den motstdende sidans ldngd dr ndmligen lika med sinusvérdet for en annan
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vinkel dividerat med den vinkelns motstdende sidas langd. Allt man behover gora ér att 16sa ut det
okédnda vardet. Om vinkeln 4 har den motstdende sidan a och vinkeln B har den motstidende sidan b

sa skrivs sinussatsen enligt nedan.
sin(4) _sin(B)
a b

Om man sdtter en vinkel till 90° sd far man den tidigare definitionen av sinus, som alltsd kan anses
vara ett specialfall av sinussatsen — ifall man ldr sig sinussatsen sa behover man alltsa inte ldngre

minnas den matematiska definitionen av sinus for rdtvinkliga trianglar, dtminstone i teorin.

Cosinussatsen kan anvéndas ndr man kédnner till antingen alla tre sidoldngder eller tvd sidoldngder
och en vinkel. Om sidoldngderna betecknas a, b och ¢ och vinkeln motstdende a betecknas 4 sé

skrivs ekvationen som nedan. Aterigen behdver man bara 16sa ut det okénda vérdet.

a’=b"+c’—2bc-cos(A)

Vid trigonometrisk problemlosning dr det inte ovanligt att man ska rdkna ut sidolédngder eller
vinklar hos trianglar som inte dr ratvinkliga. Losningen dr da att pa ndgot sitt fi fram ritvinkliga
"latsastrianglar" som kan utnyttjas for att fa fram svaret. Till exempel kan spetsvinkliga trianglar
delas upp 1 tvd mindre ritvinkliga trianglar genom att klyvningen gors vinkelrdtt fran en sida sa att
dess motstdende vinkel delas i tvd mindre vinklar. P4 motsvarande sétt kan trubbvinkliga trianglar
anviandas for att skapa en storre ratvinklig triangel, genom att en sida hélls ofordndrad och
gemensam mellan de tvé trianglarna medan en annan sida forlangs tills det gér att bilda en rit vinkel
genom att rita en helt ny sida i1 en triangel som skulle ha antingen den oftrindrade eller den

forlingda sidan som hypotenusa.

Trigonometri anvdnds dven inom berdkningar med vektorer. En vektor anger ett virde (ofta en
hastighet eller kraft) som har en viss riktning. En vektor kan brytas upp i mindre "del-vektorer", sa
kallade komposanter, som anger vérdet for olika riktningar och dirmed beskriver vektor péd ett
utvecklat sétt. Ett exempel pa detta vore en fotbollsspelare som springer snett 6ver en fotbollsplan,
frén ett horn till det motstaende hornet; hastigheten och riktningen utgor da tillsammans vektorn och
den kan brytas upp i tva delhastigheter, en i samma riktning som fotbollsplanens ldngsida och en i
samma riktning som fotbollsplanens kortsida. Komposanterna beskriver dé dels spelarens hastighet
i riktning mot kortsidan respektive spelarens hastighet i riktning mot 1dngsidan. Om du kastar en
boll uppat med 45° vinkel sa kan den sédgas ha dels en hastighet 1 hojdled och dels en hastighet 1
sidled.
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P& motsvarande sétt kan man dven rdkna &t andra héllet och sla ihop flera vektorer till en enda
resultant. Uppdelningar i komposanter och sammanslagningar i resultanter gors enkelt med tidigare
ndmnda trigonometriska radknemetoder; ofta berdknas resultanter enklast genom att man forst delar
upp vektorer 1 komposanter, sedan summerar dessa per riktning och slutligen berdknas resultanten
utifran komposanternas summor. I formler betecknas vektorer ofta som variabler med en végrit pil

ovanfor. Exemplet nedan visar hur man skriver en vektor med komposanterna 4 och 3.
v=(4,3)

Trigonometriska kurvor

Trigonometriska kurvor avser periodiska vixlingar 1 virde motsvarande hur sinus, cosinus och

tangens ger olika virden vid olika vinklar. Om x representerar en vinkel och y representerar dess

sinusvérde sd skulle kurvan borja med y-vérdet 0 vid 0°, 6ka till 1 vid 90°, sjunka via 0 vid 180° till

—1 vid 270°, atervénda till 0 vid 360° och sedan upprepa samma mdnster i 360°-intervaller.
y=a-sin(p-v+f,)+f,

De trigonometriska kurvorna kan dven manipuleras pd olika sitt, som illustreras i formeln ovanfor.

* Faktorn a avgor vilken amplitud sinuskurvan har, det vill sdga vilka y-viarden som den
varierar mellan. Till exempel skulle amplituden 2 innebédra att sinuskurvan varierar mellan
+2 och -2 istéllet for +1 och —1. Genom att sétta a till -1 vénds sinuskurvan upp och ned.

» Faktorn p styr vilken period sinuskurvan har, det vill sdga hur ménga grader som krévs for
att kurvan ska passera bada sina extremvirden och atervinda till utgangslaget. Till exempel
skulle p-virdet 3 innebira att perioden minskar fran 360° till 120°.

* Termen f, forskjuter hela kurvan horisontellt. Till exempel skulle f;-vérdet 90° innebéra att
sinusvérden tidigareldggs med 90° sé att maximum nds redan vid 0° istéllet for vid 90°.

* Termen f, forskjuter hela kurvan vertikalt. Till exempel skulle f;-vérdet 2 innebéra att kurvan

varierar mellan +3 och +1 istéllet for +1 och —1.

For losningar av trigonometriska ekvationer dr det viktigt att tinka pé att 16sningens y-vérde inte
bara skir kurvan vid tvé vinkelvdrden (v) under en period, med undantag for 16sningar som exakt
motsvarar maximum- eller minimumvérdet, utan dessutom skér kurvan i alla f6ljande perioder (n).

x==xv+n-360° for cosinus

x=90°%(90°—v)+n-360° for sinus

x=v+n-180° for tangens
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(INFINITESIMAL)KALKYL

Denna gren inom matematiken dr namngiven efter det latinska ordet calculus, "liten krita", och
omfattar grinsvirden, derivator, differentialer och integraler. Matematiska funktioner ar ett centralt

begrepp for omradet.

Funktioner

Funktioner inom matematiken ar ekvationer som utifran ett inmatat virde ger ett resulterande véarde.
Det "inmatade vérdet" kallas dven for oberoende variabel. Medan syftet med en vanlig ekvation ar
att rdkna ut specifika virden kan syftet med funktioner sidgas vara att visa hur den beroende
variabeln varierar beroende av virdet pd den oberoende variabeln. Ifall den oberoende variabeln
betecknas x sa skrivs en funktion av den som f (x) .
f(x)=2x+3 och x=2 gerdd f(2)=2-2+3=7

Ofta anvéinds grafer for att illustrera hur funktioners resulterande vérden varierar med den
oberoende variabelns virde och di &r det inte helt ovanligt att f (x) istillet skrivs som den

beroende variabeln y.

Det dr dven mojligt att berdkna vilken funktion som en linje har. Enklast dr detta med raka linjer dér
funktionen alltsd kan skrivas som f (x)=k-x+m . Ifall man har tva matpunkter s& kan man forst
berdkna £ genom att berdkna skillnaden mellan métpunkternas y-viarden och dividera denna med
skillnaden mellan deras x-vérden, varefter m kan berdknas genom att en av métpunkternas vérden
for x och y sitts in i funktionen sa att m &r den enda aterstdende variabeln i ekvationen. Ifall man

istéllet utgdr frdn en métpunkt och linjens lutning s& kan man direkt ta itu med att berdkna m.
En funktion med konstant fordndringstakt kallas for linjér funktion, en funktion dér x ar upphdjt till

en konstant kallas for potensfunktion (andragradsfunktion om exponenten dr 2) och en funktion dir

en konstant dr upphojd till x kallas for exponentialfunktion.
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Derivering

En sekantlinje &r en rak linje som skdr genom punkter i en kurva. Kurvans medelfordndringstakt

mellan x;, y; och x,, y, motsvaras av sekantens lutning. Detta kallas dven for differenskvoten.
_Ay TV f(x1+Ax)—f(x]) _ f(x1+Ax)_f(x1)

_Ax_xz—xl_ (x1+Ax)—x1 B Ax

k

Rikneexempel: Ar 2010 viigde Adam 80 kg, ar 2011 vigde han 95 kg och 4r 2012 vigde han 90 kg.

_90-80 _10_
T 2012-2010 2

5
En tangentlinje 4r en rak linje som 1 en punkt har samma vérden som en kurva utan att korsa denna.
I punkten som delas av kurvan och tangenten har de bdda alltsd samma lutning. Tangentens lutning

motsvarar kurvans fordndringstakt for y relativt x i tangeringspunkten.

Ett gransvirde anger vilket virde en funktion ndrmar sig nér en ingdende variabel gar mot ett visst

vérde. Om gransvéirdet for f (x) ndrx gar mot x, dr lika med N sé skrivs det matematiskt:

lim f(x)=N

X=X
En derivata dr en funktion som visar tangentens lutning vid varje giltigt x-varde for funktionen.
Derivatan for funktionen f (x) kan skrivas pé flera olika sitt, varav vilka de tva vanligaste 4r:

f'(x) alternativt y' dir varje ytterligare deriveringssteg ldgger till en apostrof

d"y

n

dy
dx

dér deriveringssteg n skrivs

En derivatas virde utgdrs av gransvirdet for differenskvoten nir differensen gér mot 0.

o) tim A=)

Ax>0 Ax

Rikneexempel: Derivatan for f (x)=3x+1 blir...
£7(x)=lim (B(ax+Ax)+1)=(3(x)+1) . 3x+3Ax+1-3x—1_, 3Ax_
Ax>0 Ax Ax>0 Ax Ax>0 AXx

f(x)=3x+1 och f(x)=3x+100 har bada alltsa derivatan f'(x)=3+0=3

3

Vid berdkning av en funktions derivata avseende en variabel multipliceras siledes alla termer i
funktionen med den exponent som variabeln har i termen ifrdga (9x' multipliceras med 1, 9x*
multipliceras med 2 och sa vidare) varefter alla dessa exponenter minskas med 1. Termer som inte

innehaller variabeln, det vill siga konstanter, forsvinner alltsd (de kan ségas innehélla x°).
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Deriveringsregler
Derivator for deriveringsvariabeln x:
k 0 ensamma konstanter forsvinner helt
k-x k x forsvinner, multiplikatorn blir kvar

exempel: f(x)=x+2 ger f'(x)=1
k-x’/ Jokex! multiplicera x med exponenten, minska exponenten med 1
exempel: f(x)=2x"+2x+1 ger f'(x)=4x+2
kix’=k-x7 —j-k-x’~' multiplicera x med exponenten, minska exponenten med 1
exempel: f(x)=x+2x+1 ger f'(x)=—2x"+2
Derivator for exponenter och logaritmer av deriveringsvariabeln x:
k* (dak>0) k- Ink multiplicera £ med den naturliga logaritmen av k

exempel: f(x)=3"+2 ger f'(x)=3"+In3

X

P k-e** multiplicera ¢** med derivatan av k- x
exempel: f(x)=e*+2 ger f'(x)=3¢"
In(k-x) kl(k-x) dividera derivatan av k-x med k-x
exempel: f(x)=In(3x+2) ger f'(x)=3/(3x+2)
log (k-x) k/(k-x-Inj) dividera derivatan av In(k-x) med Inj
exempel: f(x)=log,(2x+1) ger f'(x)=2/((2x+1)In10)

Derivator for funktioner av deriveringsvariabeln x:

f(x)g(x)  f'(x)g(x)+f(x)g'(x) derivatan av ena plus derivatan av andra
f(x) f(x)glx)=f(x)g'(x) 2

som ovan, fast minus och division med
¢ () ¢(x)g(x) (g(x)

f(g(x)) f'(g(x))g'(x) yttre derivatan multiplicerad med inre derivatan

exempel: f (x)=(x*+x) ger f'(x)=5-(x"+x)"(2x+1)

Derivator for trigonometriska funktioner av deriveringsvariabeln x:

sin(k-x) k-cos(k-x) multiplicera med derivatan av inre uttrycket, byt sin mot cos
exempel: f(x)=sin(3x+2) ger f'(x)=3-cos(3x+2)
cos (k-x) —k-sin(k-x) multiplicera med derivatan av inre uttrycket, byt cos mot —sin
exempel: f (x)=cos(3x+2) ger f'(x)=—3-cos(3x+2)
sin (k-x)

tan (k- x) k-cos(k-x) utnyttja att tan(k-x)= ) och kvotderivering (se ovan)

cos (k- x
exempel: f (x)=sin(3x+2) ger f'(x)=3-cos(3x+2)
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Maximum-, minimum- och terrasspunkter

Med vertex avses en vandpunkt i en graf, till exempel en maximumpunkt eller minimumpunkt. En
vertikal linje som skdr genom en vertex kallas for symmetrilinje. I en andragradsfunktion motsvarar
symmetrilinjens x-véirde dven mittpunkten mellan de x-varden dar y=0 . Dessa tre x-viarden kan fas
fram algebraiskt genom att man sétter funktionens vérde till 0 och l6ser ut x. Termen fore +-tecknet

motsvarar da x-vardet for symmetrilinje / vertex medan hela uttrycket anger de x-varden dar y=0 .

Ett annat sitt for att identifiera maximum-, minimum- och terrasspunkter dr att sitta f ’(x)=0 .
Genom att sedan berdkna f'(x) for x-virden som ligger mellan, dver och under dessa punkter kan
aven punkternas typer identifieras; maximumpunkter foregas av positiv derivata och f6ljs av negativ
derivata, for minimumpunkter géller det omvénda och for terrasspunkter giller att derivatan har

samma tecken bade fore och efter.

Rikneexempel: 1 (x)=x"+3x’
£ '(x)=3x*+6x=0 vilket kan skrivas om till /'(x)=3x(x+2)=0
Om 3x=0 eller x+2=0 sa blir f'(x)=0.
Alltsa géller att x=0 och x=—2 motsvarar maximum-, minimum- eller terrasspunkter.
x<—2 ger positiva viarden, —2<x<0 ger negativa viarden och 0<x ger positiva vérden.

Alltsa motsvarar x=—2 en maximumpunkt och x=0 en minimumpunkt.
Andraderivator
Om en forstaderivata deriveras sa erhdalls en andraderivata, som alltsd beskriver fOrstaderivatans
forandringstakt. Ett vanligt illustrerande exempel pd detta dr forhallandet mellan fardad stracka,
hastighet och acceleration, dir hastigheten ger fordndringen i fardad stricka och accelerationen 1 sin

tur ger fordndringen i hastighet.

Rikneexempel: f(x)=x’+3x+4
f'(x)=2x+3 vilket ger f''(x)=3
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Primitiva funktioner

Primitiva funktioner berdknas enligt samma principer som derivator men i omvénd riktning. En
derivata innehaller inte nagon information om de konstanter som kan finnas pa den ldgre nivan och
darfor ldggs "konstanten" C till i den framriknade primitiva funktionen. Om inte funktionen f (x)

som man utgdr ifran r angiven som en derivata si betecknas dess primitiva funktion F(x) .

Rikneexempel: f(x)=2x+3
F(x)=x’+3x+C

Integraler

Integraler motsvarar arean i diagram mellan funktionskurvan och x-axeln, mellan en nedre och en
Ovre grans pd x. Integralers vdrde berdknas som den primitiva funktionens virde vid den Ovre
gransen minus den primitiva funktionens virde vid den nedre grénsen. Integralers virden kan anges

med storheten "areaenheter” (a.e.) ifall ingen ldmpligare enhet foreligger.

Ovre grins
Ovre grins

= F(06vre grins)— F (nedre grins)

nedre grins ™

f(x)dx=[F(x)

nedre grans
Observera att areor pa olika sidor om x-axeln inte kan berdknas samtidigt; de tar da ut varandra. Till

exempel returnerar integralerna for sinus och cosinus vérdet 0 for en komplett cykel (0-360 grader).

Rikneexempel: f(x)=2x+3 mellan x=0 och x=3
F(x):x2+3x+C

4

f(x)dx=[F(x),=F(4)— F(0)=(4"+3-4+C)—(0’+3-0+C)=28+C —C=28 ae.

© Sy
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